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In der euklidischen Ebene gilt nach Jakob STEINER [2, S.12l]: Rollt eine ge-
schlossene, konvexe Kurve P auf einer ihrer Tangenten, so wird bei einem Umlauf 
vom Polstrahl PX eine Fläche vom doppelten Inhalt der Fußpunktkurve von P bezüg-
lich des bei der Rollung starr mitgeführten Punktes X ausgefegt. 
Wir zeigen, daß dieser Sachverhalt auch für jene (regulären) elliptischen bzw. 
hyperbolischen Äquiaffinbewegungen zutrifft, die im Sinne von [4] harmonisch sind. 
Zentrale Hilfsmittel sind globale Eigenschaften der affinen symmetrischen Rollungen. 
§ 1 Hilfsmittel 
1. Unseren Untersuchungen legen wir nicht parabolische Aquiaffinbewegungen 
Ä(t) (t EI c 1R, Ä(t) E C4 ) der reellen affinen Ebene zugrunde, die in dem Sinne 
regulär sind, daß (im projektiven Abschluß) an jeder ParametersteIle drei linear 
unabhängige Momentanpole derart existieren, daß der endliche Momentanpol P im 
Parameterintervall I nicht fest ist und an keiner Stelle die Tangenten, der von den 
Polen gebildeten Gangpolbahn P und Rastpolbahn P' mit einem Fernpol inzi-
dieren. 
Nach Einführung von Koordinaten haben wir die Matrixdarstellung 
(1) x f-'> Ä(t)x = x' = C'(t)x + c'(t), Det C(t) = l. 
Bezeichnet (Ableitungen nach dem Scharparameter deuten wir durch Punkte an) 
(2) B(t): = CC' bzw. B'(t): = CC mit C(t): = (C't' 
die infinitesimale Abbildungsmatrix von Ä(t) bzw. dem zugehörigen inversen Zwang-
lauf, so gilt für alle tEl 
(3) Spur B = Spur B' = 0, b: = Det B =1= 0, P =f 0, Det(p, Bp) =1= 0, 
wobei p bzw. p' den Ortsvektor des Momentanpols im Gang- bzw. Rastsystem be-
zeichnet. 
2. Für die Polbahnen gelten DGL-Systeme der Form [5] 
(4) P··=<YP· __ 1_ Bp bzw. P'=<Yp'+~B'p'. I-rn I-rn 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052241
20 Jürgen Tölke 
Dabei ist 0= o(t) eine Parameterfunktion und die absolute Invariante m = met) *- 1 
der Ähnlichkeitsmodul, der bezüglich P zentrisch ähnlichen Polbahnkrümmungskegel-
schnitte [3,6]. 
Im folgenden sei Ä( t) als harmonisch [4] vorausgesetzt, d. h. geometrisch - da 
nicht beide Polbahnkrümmungskegelschnitte entarten können -, daß der Hüllpunkt 
der Polbahnnormalen 
Det(n-p,Bp) = 0 bzw. Det(n'-p',B'p') = 0 
mit dem (existierenden) Mittelpunkt!) des betreffenden Polbahnkrümmungskegel-
schnittes zusammenfällt. Setzen wir noch 
(5) Bp=b,p+b2 Bp oder B'p'=-b,p'+b2B'p', 
so ist Ä(t) genau dann harmonisch, wenn 
(6) b, = 0 
gilt. 2) 
§ 2 Symmetrische RoDungen 
1. Unter einer symmetrischen Rollung verstehen wir eine nicht parabolische regu-
läre harmonische Äquiaffinbewegung mit m = -1. Wie im Euklidischen gilt auch hier 
die Basiseigenschaft von L.A.J. QUETELET [7]. 
SATZ 1. Eine nicht parabolische reguläre Aquiaffinbewegung mit wendepunktfreien 
Polbahnen ist genau dann eine symmetrische Rollung, wenn der in Richtung der Pol-
bahnnormalen an der Polbahntangente gebildete Spiegelpunkt X:- eines jeden gang-
festen Punktes X rastfrei ist. 
Zum Beweis gehen wir von der Darstellung 
(1) *'- '+2 Det(x'-p',p') B'·' 
x - x Det(p',B' P') p 
des Spiegelpunktes x* von X aus. Der Punkt Y mit der Darstellung 
(2) y'=p'+y, p' -..2L B'p', e:= sgn b 
VeiJ 
ist genau dann gang- bzw. rastfest, wenn (man beachte B,2 = - bE, E = Einheits-
matrix) 
. - + 1 (b b) Y2 . VeiJ 15 
-Y'-Y' + '+1-- .t::1:' Y2=-1-y,+(---6-b2)Y2 
-m yeb -m 2b 
bzw. 
_. = + 1 (b mb)..2L. _ mVeiJ 15 
Y, Y, + '+l-m VeiJ' Y2- 1-rn Y'+(2b-6-b2)Y2 
(3) 
1) Nach [6, S. 68] gilt für diese Mittelpunkte im Gangsystem die Darstellung m = p _ (1- m)/b 
Bpbzw. mp' =p-(1-m)/bmBp. p 
2) Um wesentlich affin zu bleiben, haben wir dann auf ö - 2bb2 *- 0 zu achten. 
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gilt. Also ist X* genau dann für alle Punkte X rastfest, wenn die Beziehungen 
m+1 =b, =0 
erfüllt sind. Q.E.D. 
2. Einige Eigenschaften der symmetrischen Rollungen wurden in [4,8] bewiesen. 
Darüber hinaus vermerken wir - wie man an Hand von [1, S.14] sofort verifiziert -: 
Die Polbahnen symmetrischer Rollungen haben (in entsprechenden Punkten) dieselbe 
Affinkrümmung. Ferner haben wir nach [5, S. 546]: Für die LIEschen Bogenelemente 
ds, ds' der Gang- bzw. Rastpolbahn symmetrischer Rollungen gilt 3 ) 
(4) ds+ds'=O. 
3. Für das Folgende benötigen wir einige grundlegende Beziehungen. Dabei be-
zeichne X (=f. P) stets einen beliebigen gangfesten Punkt und X* den nach Satz 1-
rastfesten Spiegelpunkt. Nach (2.1) gilt 
(5) Det(p-x,p) = -Det(p'-x*',p'). 
Ist F(lP', X*) die Fußpunktkurve der Rastpolbahn P'bezüglich X* in Richtung der Pol-
bahnnormalen, also nach (2.1) 
f(P' X*) = x*' - Det(x'-p',p') B' " 
, Det(p',B'p') p, 
so besteht wegen x' = -B'(x'-p') und 
Dt( ' 'B"') Dt(' "') , ,_ e x-p, p " e x-p,p B'" 
x -p - Det(p',B'p') P - Det(p',B'p') P 
die Beziehung 
(6) 4 Det(f(P',X*) -x*',f'(P',X*» = Det(x'-x*',x'). 
Bezeichnet andererseits F(lP, X) die Fußpunktkurve der Gangpolbahn P bezüglich X 
in Richtung der Polbahnnormalen, also nach (2.1) 
_ Det(x-p,p) . 
f(P,X)-x+ Det(p,Bp) Bp, 
so folgt analog die Relation 
(7) Det(f(lP,X) -x,f(P,X» = - Det(f'(P',X*) -x*',f'(P',X*». 
4. Wir wollen hieraus wichtige Folgerungen ziehen. Dazu betrachten wir eine ge-
schlossene symmetrische Rollung. Nach unseren Voraussetzungen ist die Gangpol-
bahn eine Eilinie P. Bezeichnet Lp die affine Gesamtlänge von P, so gilt für die Pol-
bahnflächen Ap bzw. Ap ' nach (4) und (5) 
L d f- L d ' 2Ap = f OPDet(p-x,~)ds = - 0 PDet(p'-x*',~) ds', 
3) Diese Eigenschaft gilt bereits für nicht parabolische reguläre Äquiaffinbewegungen mit 
m = -1. 
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d. h.: Für die Polbahnflächen Ap , Ap ' einer geschlossenen symmetrischen Rollung gilt 
(5') Ap + Ap ' = O. 
Ferner folgt mit dem Bahnflächeninhalt Ay 
-SLp (' dy') d 2Ay - 0 Det y, ds' s 
der vom gangfesten Punkt Y beschriebenen Bahnkurve durch Integration von (6): 
Rollt die Gangpolbahn P einer geschlossenen symmetrischen Rollung einmal affin auf 
P' ab, und bezeichnet Ax bzw. ApQP'.x*) die Flächeninhalte der Bahnkurve x' bzw. der 
Fußpunktkurve f' (\P', X*) der Rastpolbahn P' bezüglich dem Spiegelpunkt X* in Rich-
tung der Polbahnnormalen, so gilt 
(6') 4 Ap(lP'.x.) = Ax . 
Analog liefert (7): Bezeichnet Ap(lP.X) den Flächeninhalt der Fußpunktkurve F(P,X) 
der Gangpolbahn IP einer geschlossenen symmetrischen Rollung bezüglich des gang-
festen Punktes X in Richtung der Polbahnnormalen, so gilt 
(7') Ap(lP.x) + Ap(lP'.x*) = O. 
§ 3 Das affine Analogon eines Satzes von J. Steiner 
1. In [9] haben wir STEINER Formeln für geschlossene Äquiaffinbewegungen 
betrachtet. Liegt eine offene nicht parabolische reguläre Äquiaffinbewegung zu-
zugrunde und bezeichnet A~ die von der Verbindungs strecke PX des Momentanpols 
P mit dem gangfesten Punkt X überstrichene Fläche, so gilt analog zu 2, S.ll8 
( 1 ) P S t2 • S t 2 • 2Ax = t, Det(x'-p',x') dt - t, Det(p-x,p) dt. 
2. Ä (P/P') sei eine nicht parabolische reguläre harmonische Äquiaffinbewegung 
mit einer Eilinie als Gangpolbahn P und einer Geraden P' als Rastpolbahn. Lp be-
zeichne die affine Gesamtlänge von P. Gemäß (1.4) gilt für die Polbahnen P,P' 
von Ä(t) 
(2) P = O"p - Bp bzw. p' = O"P'. 
Daneben betrachten wir den über die Polbahnen P,: = P, P,' durch 
.. . 1· .. " 1 . (3) p, = O"p, -"2 B,p, bzw. p, = O"p, -"2 B,p{ 
mit 
(4) C{=2QB, DetC{(t)=l 
definierten Zwanglauf Ä,. Wegen (1.5) und (4) ist mit Ä auch Ä, harmonisch, so daß 
die Äquiaffinbewegung Ä 1 offenbar eine geschlossene symmetrische Rollung ist. 
3. Beziehen wir den Zwanglauf Ä auf den LIEschen Bogenlängenparameter s von 
P, so folgt nach kurzer Zwischenrechnung vermöge (2.2), (2.5) und (1), wenn P ein-
mal auf P' affin abrollt, für die vom Polstrahl PX überstrichene Fläche 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052241
Eine affine Verallgemeinerung eines globalen Satzes von J. Steiner 23 
(5) A~ = - ~S~P(x~ + ex~) ds -Ap . 
Nunmehr betrachten wir die geschlossene symmetrische Rollung Ä,. Die Anfangslage 
sei wieder s = O. Also gilt nach (1), wenn P, einmal affin auf P{ abrollt, für die vom 
Polstrahl PX ausgefegte Fläche A~ 
(6) Ä~ = - S~P(x~ + ex~) ds - Ap . 
Andererseits folgt mit (1), (2.5') und der STEINER-Formel [9, Formel (13)] 
Ax = Ap~ - Ap + ~ S ~PDet (x' -p', :') ds 
die Beziehung 
(7) 
Die Relationen (5), (6), (7), (2.6') und (2.7') liefern damit 
also 
2A~ = A~ - Ap = Ax = 4AF(n',',x*) = - 4AF(p,x) 
(8) A~ = - 2AF(n'.x), 
SATZ 2. Rollt bei einer nicht parabolischen regulären harmonischen Aquiaffinbewe-
gung eine konvexe Kurve :P auf einer ihrer Tangenten einmal affin ab, so wird vom 
Polstrahl PX eine Fläche vo~ doppelten Inhalt der Fläche der Fußpunktkurve F(IP, X) 
von 1', bezüglich des bei der Rollung fest mitgeführten Punktes X in Richtung der Pol-
bahnnormalen, ausgefegt. 
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